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黏土岩的三维非正交弹塑性本构模型∗
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摘要: 黏土岩作为典型的黏聚‑摩擦型地质材料，受力时矿物颗粒错动与黏土基质变形引发黏聚力和内摩擦角动态

演化，导致材料呈现复杂的硬化规律与剪胀特性。基于黏聚‑摩擦联合硬化规律与非正交塑性流动法则，构建了黏

土岩的三维非正交弹塑性本构模型。首先利用莫尔‑库仑强度准则与黏土岩的多轴试验数据，反演得到黏聚力和内

摩擦角在硬化/软化过程中的演化规律，并通过引入两个独立的硬化/软化函数实现定量描述。其次，提出应力相

关的塑性内变量，有效刻画了黏土岩在低围压下的脆性行为与高围压下的延性行为。利用分数阶导数直接获得屈

服函数的非正交方向作为塑性流动方向，规避了非关联流动法则中构造塑性势函数的复杂过程。最后，通过多组

常规三轴排水试验评估模型合理性。结果表明，该模型能合理描述黏土岩的典型非线性力学行为，包括应变硬化/
软化特性、剪缩/剪胀现象以及不同围压条件下的脆‑延性转变，为黏土岩工程力学特性的理论分析与数值模拟提供

了可靠的本构模型支持。
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A Three‑dimensional Non‑orthogonal Elastoplastic Constitutive 
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Abstract: Claystone, as a typical cohesive-frictional geological material, exhibits complex hardening 
patterns and dilatancy characteristics due to the dynamic evolution of cohesion and internal friction an‑
gle caused by mineral particle interlocking and clay matrix deformation under stress. Based on a cohe‑
sion-friction combined hardening pattern and a non-orthogonal plastic flow rule, this study constructed 
a three-dimensional non-orthogonal elastoplastic constitutive model for claystone. First, the evolution 
patterns of cohesion and internal friction angle during the hardening/softening processes were inverse‑
ly derived using the Mohr-Coulomb strength criterion and multiaxial test data of claystone. These evo‑
lution patterns were then quantitatively described by introducing two independent hardening/softening 
functions. Subsequently, a stress-dependent plastic internal variable was proposed to effectively char‑
acterize the brittle behavior of claystone under low confining pressure and the ductile behavior under 
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high confining pressure. By employing the fractional derivative, the non-orthogonal direction of the 
yield function was directly obtained as the plastic flow direction, thereby avoiding the complex process 
of constructing a plastic potential function in the non-orthogonal flow rule. Finally, the rationality of 
the model was evaluated through multiple sets of conventional triaxial drained tests. The results 
showed that the proposed model could reasonably describe the typical nonlinear mechanical behaviors 
of claystone, including strain hardening/softening characteristics, shear contraction/dilation phenome‑
na, and the brittle-ductile transition under different confining pressures. This study provides a reliable 
constitutive model for the theoretical analysis and numerical simulation of the engineering mechanical 
properties of claystone.
Keywords: claystone; constitutive model; non-orthogonal flow rule; plasticity; cohesion-friction 

combined hardening

0 引  言

硬黏土岩，又称泥质岩，因其较高的力学强度

和较低的渗透性，被视为高放废物地质处置的理想

屏障材料之一［1］。2000 年，法国国家放射性废物管

理局在默兹—上马恩地区启动地下研究实验室建

设，在 Callovo‑Oxfordian 泥质岩地层中开展核废料

的深部贮存研究，该项目推动了诸多学者针对黏土

岩力学行为的复现与模拟研究［2‑6］。

黏土岩作为典型的黏聚‑摩擦型地质材料，其组

分复杂。以默兹—上马恩地区地下实验室对应深

度的黏土岩为例，其矿物组成为 40%~50% 黏土矿

物、20%~27% 方解石及 23%~25% 石英［7］。已有

研究［7］将黏土岩视为一种具有多孔基质‑包裹体微

观结构的复合材料，其中含孔隙的黏土基质起到粘

结矿物颗粒的作用。故黏土岩的抗剪强度由矿物

颗粒联锁产生的摩擦强度与黏土基质胶结作用提

供的黏聚强度共同构成［8］。在岩土材料的塑性建模

工作中，研究者常将强度准则中的强度参数（如内

摩擦角、黏聚强度）发展为硬化函数来构造屈服函

数，硬化函数刻画了屈服应力随塑性应变的演化规

律。描述黏聚力与内摩擦角演化的硬化模式主要

有三类：黏聚硬化、摩擦硬化及黏聚‑摩擦联合硬化。

前两类模型分别单独以黏聚力［9］或者内摩擦角［7， 10］

作为硬化参数，假设另一参数在加载过程中恒定。

例如，A. Alizadeh 等［9］针对非饱和多孔介质建立弹

塑性损伤模型，通过引入与吸力及损伤程度相关联

的黏聚力硬化参数，合理描述了黏土岩在复杂应力

状态下的塑性行为。Y. Jia 等［10］提出了一种黏土岩

的弹塑性损伤耦合本构模型，该模型认为黏土岩的

软化是由其内部联锁结构的逐渐破坏引起的，因此

基于摩擦系数随塑性应变发展而增大或减小的特

性，描述了材料的硬化与软化行为。从本构建模的

角度看，尽管单硬化参数模型相对简便，但其忽略

了黏土岩受力时黏聚力与内摩擦角的协同演化特

性——矿物颗粒错动与黏土基质变形会同时引起

两者的动态变化，下文基于试验数据反演获得的硬

化规律也支持了这一观点。

第三种联合硬化模式更贴合黏土岩的黏聚‑摩
擦耦合变形机制。D. Hoxha 等［11］建立的黏土岩弹

塑性模型采用阶段式联合硬化策略，即在硬化阶段

仅启用摩擦角的正硬化效应，软化阶段仅考虑黏聚

力的负硬化效应。而 M. Mánica 等［12］和 S. Tourchi
等［13］的研究则在全加载过程中同时引入黏聚硬化

与摩擦硬化，但黏聚硬化参数定义为摩擦硬化参数

的函数，这种强耦合关系限制了模型对材料塑性变

形独立调控的能力。本文基于莫尔‑库伦强度准则

和大量的试验数据，回归分析了黏土岩硬化与软化

阶段黏聚力、内摩擦角的演化规律。同时，引入两

个独立的黏聚硬化函数与摩擦硬化函数，用以描述

黏土岩在加载全过程的塑性变形行为。

基于上述研究背景，本研究旨在构建现象学宏

观模型，表征黏土岩典型塑性力学行为。全文结构

安排如下：第 1 节概述非正交塑性理论的基本建模

框架；第 2 节详述黏土岩塑性建模过程，通过引入非

正交流动法则与黏聚‑摩擦联合硬化规律，描述材料

的塑性行为特征，并提出应力状态相关的峰值等效

塑性剪应变经验函数，以刻画黏土岩在不同围压条

件下的脆‑延转变特性；第 3 节开展了模型参数敏感

性分析，给出参数标定方法；第 4 节基于大量常规三

轴压缩试验数据，从材料尺度对模型的预测能力进

行评估；第 5 节总结研究结论，并对模型的发展及应

用提出展望。
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1 非正交塑性模型的基本框架

在弹塑性理论中，材料增量本构关系基于胡克

定律、流动法则、硬化规律及加卸载准则构建，数学

上可统一表述为如下增量本构方程：
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ï
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ï

dσ= D: ( dε- dεp )
dεp = dλr
dγ= dλhp

dλ≥ 0, f ( σ,γ ) ≤ 0,dλ f ( σ,γ )= 0

( )胡克定律

( )流动法则

( )硬化规律

( )KKT条件

(1)
式中，f为屈服函数；γ表示塑性内变量；hp 表征 γ演

化过程的函数；D为四阶弹性刚度矩阵；σ、ε、εp 分别

表示应力张量，总应变张量及其塑性部分；dλ为塑

性乘子；r为塑性流动方向。

胡克定律描述材料弹性变形行为，流动法则定

义塑性应变增量的大小和方向，硬化规律记录材料

加载历史，KKT 条件限制材料变形时的允许应力状

态（包括加载、卸载和中性变载）。在塑性建模中，

合理描述材料塑性变形规律的关键在于确定塑性

应变增量的大小与方向。

1.1 塑性应变增量的大小

本构模型的屈服函数通常表示为：

f [σ,H ( εp ) ] = 0 (2)
式中，H表示硬化函数。根据一致性条件可得：

df= ∂f
∂σ :dσ+ ∂f

∂H
∂H
∂εp = 0 (3)

将式（1）中的胡克定律与流动法则代入式（3），

可得 dλ表达式为：

dλ=

∂f
∂σ :D:dε

∂f
∂σ :D:r- ∂f

∂H
∂H
∂εp :r

(4)

1.2 塑性应变增量的方向

非正交流动法则借助分数导数确定屈服函数

的非正交方向，以此作为材料塑性流动方向。根据

D.C.Lu 等［14］的研究，非正交塑性流动方向 r的表达

式为：

r= ∂μ f
∂Sμ1

∂S1

∂σ + ∂μ f
∂Sμ2

∂S2

∂σ + ∂μ f
∂Sμ3

∂S3

∂σ (5)

式中，( S1，S2，S3 ) 是用于构造屈服函数的应力不变

量；∂μ f ∂ ( )⋅ μ
是分数阶导数算子，通常采用 Riemann 

Liouville 型分数阶导数定义；μ是分数阶阶次。

基于式（5），非正交流动法则先于应力不变量

空间确定屈服函数的分数阶梯度，再通过协变变换

∂Si ∂σ将其转换到一般应力张量 σ空间。将式（1）
中的流动法则与式（4）代入式（1）中的胡克定律，可

得弹塑性应力—应变关系式为：

dσ=

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
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ï
ï
ï
D-

( )D:r ⊗ ( )∂f
∂σ :D

∂f
∂σ :D:r- ∂f

∂H : ∂H
∂εp :r
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:dε (6)

非正交流动法则无需构造塑性势函数，有效降

低了塑性建模复杂度。基于非正交塑性模型框架，

给定屈服函数与硬化函数后，即可构建完整的弹塑

性模型。目前，该方法已广泛应用于多种岩土类材

料的弹塑性建模，其预测精度在相关研究中得到充

分验证［15‑21］。

2 黏土岩的非正交弹塑性本构模型

2.1 屈服函数和硬化函数

当强度准则用于构建屈服函数，强度准则可视

作屈服函数在演化过程中的特例，如图 1 所示。本

研究将莫尔‑库伦准则发展为屈服函数，其表达

式为：

f= qRmc( θ ) - p tan φ- c= 0 (7)
式中，p= σ：1 3 及 q= 3 2  s 分别表示平均应力

和广义剪应力，1为二阶单位张量，s= σ- p1为偏

应力张量 ；c 和 φ 分别表示黏聚力和内摩擦角 ；

θ ( 0° ≤ θ≤ 60°) 为应力洛德角，Rmc( θ )为莫尔‑库仑

准则在偏平面上的形状函数，如图 1（b）所示，其表

达式为：

Rmc ( θ )= 1
3 cos φ

sin ( θ+ π
3 )- 1

3 tan φ cos ( θ+ π
3 )

(8)
在子午面上，莫尔‑库伦强度线的斜率和截距可

由 tan φ Rmc 和 c Rmc 表征，如图 1（c）所示。

在黏聚‑摩擦联合硬化模式中，通过将强度准则

中的内摩擦角和黏聚力表征为塑性内变量的函数，

以描述材料的硬化/软化过程。此时，式（7）可表

示为：

f= qRmc( γ ) - p tan [φ ( γ ) ] - c ( γ ) = 0 (9)
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本文采用归一化的等效塑性剪应变作为塑性

内变量：

γ= εp
d /εp

d0 (10)

εp
d = 2

3 e
p:ep = 2

3 ( )εp - 1
3 ε

p
v1 :( )εp - 1

3 ε
p
v1     (11)

式中，εp
d 为等效塑性剪应变；εp

d0 是 εp
d 在峰值应力状态

下的取值，也被称作峰值等效塑性剪应变，εp
d0 越大，

表明材料延性越强；ep 为偏塑性应变张量；εp
v 为塑性

体应变。

已有试验表明，黏土岩的延性随着围压的增加

而逐渐增强。通过整理大量文献试验数据［1，7，9，10，22‑26］，

汇总于图 2，图中展示了不同加载条件下黏土岩的

峰值等效塑性剪应变。峰值剪应力 qmax 与 εp
d0 呈现良

好的相关性。本研究提出如下经验公式以描述 εp
d0

的应力依赖性：

εp
d0 - εp

1,d0 = 0.000 72 ( qmax

q0 ) 3.16

- 0.000 72 (12)

式中，q0 为参考应力，通常取试验数据中最低围压条

件下的峰值剪应力；εp
1，d0 是 εp

d0 在 q0 处的值。

需注意的是，在模型数值实现中，qmax无法提前预

知，因其与材料所处的应力状态相关。因此，在边值

问题的数值分析中，可通过记录历史上最大的等效剪

应力得到 qmax = max
0 ≤ t≤ τ

( q )，此处 τ表示当前时刻。

加载过程中，材料的内摩擦角 φ ( γ ) 与黏聚力

c ( γ )随塑性内变量的增加而变化，表现为主应力空

间中的屈服面在硬化阶段逐渐扩张，软化阶段则逐

渐收缩。在硬化和软化的临界状态，屈服准则退化

为强度准则，如图 1 所示。文献［27］报道了一种基

于试验数据反演黏聚‑摩擦联合硬化规律的方法，其

核心思想是利用预设函数形式的屈服曲线（本文为

莫尔‑库伦屈服函数形式的屈服曲线），拟合相同塑

性内变量条件下应力点，如图 3（a）、（b）所示。此处

以 W.Q.Shen 等［7］报道的试验数据为例，该方法可获

得屈服曲线斜率和截距随塑性内变量的演化规律，

进而整理得到内摩擦角和黏聚力在加载过程中的

演化规律，如图 3（c）所示。由图可知，加载全过程

中，黏聚力呈现先增大后减小的变化趋势。加载初

期，内摩擦角增速大于黏聚力，且很快趋近峰值，随

后软化现象微弱。可见，材料软化阶段，因黏聚强

度快速丧失，黏土岩抗剪强度主要由摩擦强度主

导。对于隧道开挖、基坑开挖等以卸荷条件为主导

的工程问题，可通过深入分析材料黏聚力演化趋

势，提前预防结构失稳破坏。

本研究采用 D.C. Lu 等［27］提出的统一硬化/软
化函数，描述材料的内摩擦角和黏聚力随着塑性应

变的演化规律：

c ( γ ) = cmaxHc( γ ) (13)
φ ( γ ) = φmaxHφ( γ ) (14)

式中，cmax 和 φmax 分别表示 c ( γ )和 φ ( γ )所能达到的

图 2　参数 εp
d0 的应力依赖特性

Fig.2　Stress dependence of parameter εp
d0

图 1　莫尔-库伦强度准则和屈服准则

Fig.1　Mohr-Coulomb strength criterion and yield criterion
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最大值；Hc和Hφ是关于 γ的归一化硬化函数。文献

［27］中给出了Hc和Hφ的表达式：

Hc =
Ac( )γ/γp,c

( )Ac - 1 + ( )γ/γp,c
Ac

(15)

Hφ =
Aφ( )γ/γp,φ

( )Aφ - 1 + ( )γ/γp,φ
Aφ

(16)

式中，γp，c与 γp，φ分别为黏聚力和内摩擦角达到最大

值时所对应的 γ值；Ac与Aφ为控制曲线形状的参数

（需满足Ac > 1 以及Aφ > 1）。

图 3（d）在归一化的坐标系中对比了预测曲线

与试验数据，Ac 与 Aφ 的拟合值列于表 1。对比表

明，所采用的函数形式能合理反映黏土岩黏聚强度

和摩擦强度的演化趋势。

2.2 非正交流动法则

黏土岩在剪切荷载作用下呈现明显剪胀特

性［22］，需通过非关联流动法则或非正交流动法则来

确定塑性流动方向 r。在非正交流动法则［14， 27］中，

r由屈服函数的分数梯度确定。

r= ∂μ f
∂pμ

∂p
∂σ + ∂μ f

∂qμ
∂q
∂σ (17)

∂p
∂σ = 1

3 1, ∂q∂σ = 3s
2q (18)

式中，∂μ f ∂pμ、∂μ f ∂qμ 分别是 f关于 p和 q的分数阶

导数。

通过改变 μ可调节塑性流动方向与屈服面的非

正交程度。根据 Riemann Liouville 型分数阶导数的

定义，∂μ f ∂pμ和 ∂μ f ∂qμ可以表示为：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

∂μ f
∂pμ

=
p-μ( )Rmcq- c ( )1 - μ - p1 - μ tan φ

Γ ( )2 - μ

∂μ f
∂qμ

=
q1 - μ Rmc - q-μ( )1 - μ ( )p tan φ+ c

Γ ( )2 - μ

   (19)

式中，Γ ( ⋅ )表示伽马函数，可表示为：

Γ ( x ) =∫
0

∞

e-ξ ξ x- 1 dξ (20)

将式（18）、式（19）代入式（17），可得 r的表达

式为：

r=
p-μ( )Rmcq- c ( )1 - μ - p1 - μ tan φ

Γ ( )2 - μ

1
3 1+

q1 - μ Rmc - q-μ( )1 - μ ( )p tan φ+ c

Γ ( )2 - μ

3s
2q    (21)

图 3　c ( γ )与 φ ( γ )的演化规律

Fig.3 Evolution patterns of c ( γ ) and φ ( γ )
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3 模型分析

本节重点分析了硬化函数中关键参数的影响，

并介绍了所提本构模型中各参数的标定方法。

3.1 硬化函数的参数分析

如第 2节所述，为表征黏聚力与内摩擦角在加载

过程中的演化规律，本文采用相同形式的黏聚硬化

函数和摩擦硬化函数，每个函数仅含有两个参数，即

Ac（或Aφ）及 γp，c（或 γp，φ）。以摩擦硬化函数Hφ为例，

分析参数Aφ与 γp，φ对硬化/软化曲线的影响。

图 4 显示了当参数 γp，φ 恒定情况下，不同 Aφ 值

对应的硬化曲线形态。随着Aφ减小，曲线初始斜率

增大，且残余强度更高。参数 γp，φ 定义了摩擦角 φ

在塑性变形过程中达到最大值时所对应的应变状

态，即当 γ增至 γp，φ时，φ达到峰值。因此，黏聚强度

与摩擦强度的发挥顺序可以通过 γp，c（或 γp，φ）有效

调控。图 5 显示了当参数 Aφ 恒定时，硬化/软化曲

线随 γp，φ的变化规律，可为参数选取提供参考。

3.2 模型参数的确定

黏土岩的非正交弹塑性模型共有 11 个材料参

数，包括两个弹性参数 E和 ν，两个塑性内变量参数

q0 和 εp
1，d0，1 个非正交流动法则参数 μ，以及用于校准

黏聚‑摩擦联合硬化规律的 6 个材料参数（cmax，Ac，

γp，c）和（φmax，Aφ，γp，φ），如表 1 所示。其中，E和 ν描

述材料弹性行为，E可通过单轴试验应力—应变曲

线斜率 E= σ1 ε1 标定；ν可由加载初期径向应变与

轴向应变的比值 ν= - ε3 ε1 标定。参数 μ与材料的

剪胀规律有关，可通过拟合剪胀曲线（σ1 vs. εv）标

定。参数 q0、εp
1，d0，（cmax，Ac，γp，c）、（φmax，Aφ，γp，φ）可以

通过拟合 c ( γ ) 和 φ ( γ ) 的演化曲线标定。 c ( γ ) 和
φ ( γ ) 随塑性应变的演化规律可由不同围压下的三

轴压缩试验获得，具体细节可以参考文献［27］。此

外，为提高参数选取准确性并减少人为主观干扰，

也可采用基于优化算法的参数识别技术［28‑29］，结合

实验数据来确定模型参数。

4 模型验证

本节通过将材料点水平的模拟结果与文献中

报告的实验数据进行比较，来评估所提本构模型的

有效性，用于模型预测的材料参数见表 1。
图 6 显示了中低围压条件下，所提模型对黏土

岩力学行为的预测能力，试验数据源自 J. J. Zhao
等［30］和 G. Armand 等［31］的研究。可见，预测曲线与

试验数据基本吻合，表明所提本构模型能够准确描

图 5　γp,φ对Hφ的影响

Fig.5　Effect of γp,φ on Hφ

图 4　Aφ对Hφ的影响

Fig.4　Effect of Aφ on Hφ

表 1 用于模型预测的材料参数

Table 1 Material parameters used for model prediction

数据来源

J.J. Zhao 等 [30]

G. Armand 等 [31]

W.Q. Shen 等 [7]

E MPa
4 500
4 000
3 000

ν

0.27
0.3
0.2

q0 /MPa
25.56
21.0
11.05

εp
1, d0

0.008 3
0.005 6
0.004 9

cmax /MPa
6.55
7.61
3.89

Ac

1.62
1.92
1.55

γp, c

0.93
0.6
0.89

φmax / ( ° )
22.60
22.43
23.59

Aφ

1.002
1.8
1.11

γp, φ

1.20
1.06
1.1

μ

0.5
0.5
0.05
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述黏土岩在不同约束条件下的典型力学行为，具体

包括：中低围压下因黏聚强度丧失引发的应变软化

行为，以及围压增强下的约束强化效应。该效应表

现为，随着围压增大，材料强度逐渐提高，破坏前变

形能力增强，破坏模式由脆性向延性转变。模型通

过引入压力敏感的莫尔‑库仑屈服函数（式（7））及应

力状态相关的峰值等效塑性剪应变（式（12）），具备

了描述黏土岩约束强化效应的能力。

W. Q. Shen 等［7］报 道 了 一 组 围 压 范 围 更 宽

（0.5~38.5 MPa）的黏土岩常规三轴压缩试验。图 7
为所提模型对该组试验的预测结果，清晰展示了模

型在低、中、高围压条件下对黏土岩应力—应变曲

线的合理复现，包括中低围压条件下的应变软化现

象，以及高围压条件下持续的应变强化行为。此

外，几乎在所有围压条件下，黏土岩均呈现出从体

积压缩到剪胀的转变。值得注意的是，高围压条件

下该剪胀转变较之于低围压条件下更晚发生。从

物理机制角度而言，脆性岩石剪胀可能与粗糙裂纹

表面摩擦滑移时微裂纹张开有关［22］，而高围压会抑

制和延迟这一过程，类似试验结果在文献［22］中亦

有报道。采用非正交流动法则，所提模型无需塑性

势函数，即可较好地捕捉不同围压条件下黏土岩的

剪胀行为，如图 7（b）所示。

5 结论与展望

本研究聚焦于黏土岩三维弹塑性本构模型的

构建与验证。基于莫尔‑库仑强度准则与现有试验

数据，反演得到黏聚力与内摩擦角在加载过程中的

演化规律，揭示黏土岩的应变软化主要源于黏聚力

衰减，而峰后抗剪强度则以摩擦强度为主导。通过

引入两个独立的硬化/软化函数及应力相关的塑性

内变量，定量描述了黏土岩黏聚‑摩擦硬化规律，联

合无需塑性势函数的非正交流动法则，建立了黏土

岩三维非正交弹塑性本构模型。

模型有效性通过材料尺度的常规三轴压缩试

验数据验证，模拟结果与实测数据高度吻合，表明

该模型能够合理描述黏土岩应力—应变关系及其

典型非线性力学特性，如应变硬化/软化、剪胀特

性、低围压条件下的脆性破坏以及高围压条件下的

延性行为。未来研究拟融合新兴建模理论并结合

图 6　低-中等围压条件下模拟结果与试验数据的对比

Fig.6　Comparison between simulation results and experi‑
mental data under low and medium confining pressures

图 7　低-中-高围压条件下模拟结果与试验数据的对比

Fig.7　Comparison between simulation results and experi‑
mental data under low, medium, and high confining 
pressures
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多场耦合试验数据，进一步拓展模型对黏土岩各向

异性、损伤特性、水力耦合及时间相关性等复杂力

学行为的表征能力，并探索其在结构尺度的工程

应用。
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