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矩形柱体地震动水压力的附加质量简化模型∗
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摘要: 针对矩形柱体在水中的振动问题，提出一种代替水-结构动力相互作用的附加质量模型。基于矩形柱体动

水压力的计算公式、自由振动方程、自振频率和振型的计算公式，建立了水中矩形柱体地震动力反应的计算公式；

基于柔性结构的一阶频率降低率，建立了矩形柱体柔性运动引起动水力的附加质量简化公式，并给出了水中矩形

柱体自振频率的简化计算公式；基于刚性运动引起的动水力，建立了矩形柱体刚性运动引起动水力的附加质量简

化公式；建立了地震作用下水中柱体结构的简化分析模型，即分别采用柔性和刚性运动附加质量的简化公式代替

相应的水-结构相互作用。
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Abstract: Aiming at the vibration problem of rectangle cylinder in water，an added mass model for flu⁃
id-structure dynamic interaction calculation is presented. On the basis of the formula for hydrodynamic
pressure calculation，the free vibration equation，and the formula for natural frequencies and mode
shape，the response equations of rectangular cylinders in water subjected to earthquake are derived. A
simplified added mass formula for hydrodynamic pressure calculation of rectangular cylinders caused
by flexible motion is established based on the first-order frequency reduction rate of flexible structures.
A simplified formula for natural frequencies estimation of rectangular cylinders in water is also given.
Considering the hydrodynamic pressure caused by rigid motion，a simplified added mass formula for
hydrodynamic pressure on rectangular cylinders caused by rigid motion is established. A simplified
model for computing the seismic responses of the cylinders surrounded by water is established，in
which the hydrodynamic action is replaced by the simplified added mass formulas obtained by flexible
and rigid motion.
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引 言

随着经济和技术的快速发展，我国已经建造了

越来越多的跨海跨江桥梁，这些桥梁的桥墩多数处

于深水中［1⁃3］。我国是地震多发国家，在地震激励

下，深水桥梁会引起结构周围水体的辐射波浪运

动，由于水与桥墩存在相对运动，桥墩在水下的结

构部分将作用有动水压力，该动水压力不仅会改变

结构的动力特性，还会增大桥墩的地震响应。因此

充分认识和研究地震激励下结构与水体的动力相

互作用对桥梁建设和安全评估有重要的意义［4⁃5］。

H. M. Westergaard［6］于 1933年最早研究了刚

性垂直坝面在水平地震作用下的动水压力问题，把

动水压力视为部分水体质量与结构加速度的乘积，

并把这部分水体称为“附加质量”。C. Y. Liaw等［7］

于 1974年基于辐射波浪理论推导了圆柱结构的动

水压力公式。研究结果表明，对于细长结构可以忽

略水体压缩性的影响；表面波仅在低频时对动水压

力的影响比较明显。R. P. S. Han等［8］基于梁单元

理论，提出了计算水中圆柱结构自振频率的简化公

式。A. Goyal等［9］提出了取水塔结构动水压力的附

加 质 量 简 化 计 算 方 法 。 L. N. Williams［10］和 Y.
Tanaka等［11］分别采用边界积分方法和解析法研究

了水平地震作用下水中圆柱结构的动力反应。赖

伟等［12］提出了一种圆形桥墩上地震动水压力的半

解析半数值方法。黄信等［13⁃14］讨论了自由表面波、

水体压缩性和水底吸收边界对圆形桥墩地震动水

压力的影响。杜修力等［15⁃16］提出了可压缩水体条件

下圆柱结构地震动水压力的时域算法和时域简化

公式。Q. Li等［17］和 H. Jiang等［18］提出了圆形桥墩

动水压力的简化计算公式。上述分析表明，目前地

震作用下圆形桥墩与水体的动力相互作用问题已

取得了可供实际应用的研究成果，但还鲜见对矩形

柱体结构的研究。

矩形柱体结构是桥梁工程中一种常用的截面

形式，但长期以来地震作用下矩形柱体与水的相互

作用问题一直未得到较好的解决，困难之处在于矩

形柱体动水压力难以得到解析表达式。刘振宇

等［19］对深水矩形空心柱体在地震作用下外域和内

域水体动水压力进行了分析，但在矩形柱体外域动

水压力求解时，直接将其视为运动方向和竖向的二

维平面问题。江辉等［20］基于流固耦合理论的势流

体计算方法分析了地震作用下矩形柱体的动力响

应，该方法需要求解复杂的流体动力问题，难以用

于桥梁的抗震设计。

本文将利用分布参数体系，研究齐水面矩形柱

体结构体系的自由振动和强迫振动，并分别给出了

自由振动和地震作用下水-结构相互作用的简化

分析模型。

1 矩形柱体的动水压力计算公式

矩形柱体结构与水体相互作用的模型如图 1所
示。直角坐标系下，z轴沿矩形柱体轴线向上，坐标

原点位于矩形柱体底部；假定地基为刚性，地面加

速度为 üg=Uge- iωt，ω为荷载频率；水体假定为不

可压缩的小扰动流体，并忽略表面重力波的影响。

王丕光［21］提出了矩形等复杂截面柱体地震动

水压力的数值计算方法，该方法实质上是用垂向特

征函数展开，将三维辐射问题简化为二维问题；然

后用外域特征函数展开解与结构截面附近内域有

限元联合求解。矩形柱体沿单位高度上的动水力

可以表示［21］：

Fg= 2m 0 üg∑
j= 1

∞ (-1 )j+ 1Sj
λh

cosλz (1)

F s = 2m 0 ∑
j= 1

∞ Sj
h ∫0

h

cosλzü s dz cosλz (2)

Sj=
-βK 1 ( )αλa
αλaK 1 '( )αλa

(3)

式中，ü s为结构弹性反应引起的加速时程；ρ为水体

密度；2a和 2b分别为矩形宽度和长度；h为水深；

λ=(2j- 1 ) π/2h，是分离变量常数；m 0 = 4ρa2，为
单位高度水体附加质量；Fg和 Fs分别为地震作用下

图 1 水中矩形柱体分析模型

Fig.1 Definition of the problem
注：2a和 2b分别为矩形宽度和长度，h为水深
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结构刚体运动和弹性运动引起的动水力；K 1 (αλa)
为一阶的第二类变形贝塞尔型函数，K ′1 (αλa)为函

数 K 1 (αλa)的一阶导数；α和 β为随着长宽比变化的

修正因子，见表 1。

2 自由振动

根据欧拉梁的自由振动方程［22］和矩形柱体结

构的动水压力计算公式，柔性矩形柱体在水中的自

由振动方程可表示为：

EI
d4ϕ
dz4 - mω2ϕ= m 0ω2 ∑

j= 1

∞

Sj cosλzBj (4)

Bj=
2
h ∫0

h

ϕ cosλzdz (5)

式中，E为结构的杨氏弹性模量；I为截面惯性矩；ω

为矩形柱体的自振频率；m= 4ρ sab，为矩形柱体单

位长度质量，ρ s为矩形柱体密度；ϕ为矩形柱体在水

中的振型。

矩形柱体在水中的振型可以用在无水情况下

的振型来展开，其表达式：

ϕ= ∑
i

∞

Ai
-ϕ

i
(6)

式中，
-ϕ

i
为矩形柱体无水情况下的振型；Ai为展开

系数。

对于悬臂梁，无水情况下标准化的振型函数和

频率方程［22］：
-ϕ

i
= sin βz- sinh βz+

sin βh+ sinh βh
cos βh+ cosh βh ( cosh βz- cos βz )

(7)

ω 0 =
β 4EI
m

(8)

式中，ω0为无水情况下的自振频率；β通过以下频率

方程求得：

1+ coshβh cosβh= 0 (9)
将式（6）、（7）代入式（4）并进一步整理得：

∑
i

∞

(ω 20i- ω2 )m -ϕ
i
Ai= ρω2 ∑

i= 1

∞

∑
j= 1

∞

Ai Sj cosλzBj (10)

式中，Bj通过无水情况下求得。

利用无水情况下的模态正交性，式（10）进一步

整理：

ω 20n Mn An= ω2MnAn+ ω2 ∑
i= 1

∞

∑
j= 1

∞

Ai HiMjn Mji (11)

Mn= ∫0
h

m -ϕ
2

n
dz (12)

Mji= ∫0
h-ϕ

i
cosλzdz (13)

Hj=
2
h
m 0Sj (14)

式（11）进一步用矩阵表示：

{[-K ]- ω2 [-M ]}{A} = 0 (15)

[-K ]=
|

|

|

|

|
|
||
|
|

|

|

|

|

|
|
||
|
|
K 11

K 22

⋱
Knn

(16)

[-M ]=

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|
|||
|

|

|

K 11

ω 201
+ δ11 δ12 ⋯ δ1n

δ21
K 22

ω 202
+ δ22 ⋯ δ2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

δn1 δn2 … Knn

ω 20n
+ δnn

(17)

式 中 ，δni= ∑
i= 1

∞

Hj Mjn Mji，A={A 1，A 2，⋯，An}T，
Knn=Mnω 20n。

由式（15）可以计算得到有水时的自振频率 ω表

达式：

| [-K ]- ω2 [-M ] |= 0 (18)

式（6）也可进一步用矩阵形式表示：

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

ü

ý

þ

ï
ï
ï
ï

ϕ 1
ϕ 2
⋮
ϕn

=

|

|

|

|

|
|
||
|
|

|

|

|

|

|
|
||
|
|
A 11 A 12 ⋯ A 1n

A 21 A 22 ⋯ A 2n

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
An1 An2 ⋯ Ann

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

ü

ý

þ

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

-ϕ
1

-ϕ
2

⋮
-ϕ

n

(19)

3 强迫振动

假设矩形柱体为弯曲悬臂梁，地震作用下结构

的弹性位移 u 按无水振型展开：

u= ∑
i= 1

N

ϕi ( z ) qi ( t ) (20)

表 1 修正因子 α和 β随长宽比的变化

Table 1 Correction factors α and β

a/b
0.20
0.25
0.50
1.00

α

1.616
1.554
1.376
1.168

β

1.456
1.423
1.309
1.188

a/b
2.00
3.00
4.00
5.00

α

1.041
0.978
0.941
0.915

β

1.082
1.027
0.994
0.970
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式中，ϕi ( z )为结构的第 i阶振型；qi ( t )为第 i阶振型

的广义坐标。

利用振型叠加法和水中模态正交性并考虑阻

尼 作 用 ，则 地 震 作 用 下 水 中 矩 形 柱 体 的 动 力

方程［22］：

Mi q̈i+ Ci q̈i+ Kiqi=-M 0i ü g-
Mgi üg-M si q̈ i

(21)

其中，

ü

ý

þ

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

Mi= ∫0
h

mϕi ( z ) 2dz

M 0i= ∫0
h

mϕi ( z ) dz

Ki= ω 2i M i

Ci= 2ξiωi Mi

Mgi= ∑
j= 1

∞ 2ρ sin λz
hλ

Sj ∫0
h

ϕi ( z )cos λzdz

M si= ∑
j= 1

∞ 2ρ
hλ
Sj éë
ê

ù
û
ú∫0

h

cos λzϕi ( z ) dz
2

(22)

式中，ωi表示第 i振型对应的自振频率；ζi为相应的

阻尼比。

将广义坐标 qi ( t )进行傅里叶变化：

Qi (ω) = ∫-∞
∞
qi ( t) e- iωtdt (23)

将式（22）代入式（21）整理得：

Qi (ω )=-
(M 0i+Mgi )ω2Ug

Mi [ ]1- 2iζi (ωi/ω )-(ωi/ω2 ) +M si

(24)

式中，Ug为 ug的傅里叶变化形式。通过傅里叶反变

换可得到时域下广义坐标 qi ( t )：

qi ( t )=
1
2π ∫-∞

∞
Qi (ω ) eiωtdω (25)

4 水⁃结构相互作用的简化模型

水中柔性矩形柱体的自振频率，可通过式（18）
计算得到，但是式（18）的求解过程复杂，不便于工

程应用。为在工程设计中快速方便的计算水中矩

形柱体的自振频率，本文基于柔性结构的一阶频率

降低率，提出了一个简化但精度较高的计算公式，

即用附加质量模型计算水 ⁃结构动力相互作用的自

振频率。

4.1 自由振动

矩形柱体在无水情况下的基频表达式 ω01：

ω 01 = k/m (26)

式中，k为结构刚度；m为结构单位高度质量。

根据式（26），假设水与矩形柱体的相互作用采

用附加质量 Vm 代替，则矩形柱体在有水情况下的

基频 ω 1表达式：

ω 1 = k/(m+ Vm ) (27)
式中，Vm = Cm ρA 0，Cm 为未知的附加质量系数，

A 0 = 4a2。
由式（27）可以计算得到 Cm的表达式：

Cm=
(1- ω 201/ω 21 )m

ρA 0
(28)

通过式（9）和（18）可以计算得到精确的无水基

本频率 ω01和有水基本频率 ω1。数值算例表明，Cm

仅随宽深比的变化而变化。

当假设矩形柱体结构是刚性时，也可以得到一

个附加质量系数 Cm0，由式（1）可以计算得到附加质

量系数 Cm0的表达式：

Cm0 = ∫0
h

Fgdz/h/üg= ∑
j= 1

∞ 2Sj
h2 λ2

(29)

通过对式（29）进行曲线拟合，可得到附加质量

系数 Cm0的简化计算公式：

Cm0 ≈ p31 l
-p32 + p33 (30)

其中，

p31 = {-11.122e-9.191δ2 - 1.438e-0.544δ2, δ2 ≤ 1-0.779e-0.743δ2 - 0.475e-0.015 1δ2, δ2 > 1
(31)

p32 = {-0.469δ22 + 0.888δ2 - 0.044, δ2 ≤ 1-0.384e-0.4δ2 + 0.644e-0.017δ2, δ2 > 1
(32)

p33 = {11.05e-9.117δ2 + 2.053e-0.326δ2, δ2 ≤ 11.09e-0.009 5δ2 + 0.826e-0.711δ2, δ2 > 1
(33)

图 2为 Cm与 Cm0的比值随着宽深比的变化。从

图中可以看出：附加质量系数 Cm小于附加质量系数

图 2 Cm与 Cm0的比值随宽深比的变化

Fig.2 The change of the ratio of Cm to Cm0 with the ratio of
width to depth
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Cm0，宽深比越大两者的相对差值越大。

为方便工程应用，通过对附加质量系数 Cm的曲

线拟合，可得到 Cm的简化计算公式：

Cm= Cm0 ( p1 ep2b/h+ p3 ep4b/h ) (34)
式中，未知系数 p1、p2、p3和 p4通过曲线拟合得到，不

同 a/b时的拟合系数见表 2。

图 3给出了附加质量系数 Cm 精确解和简化公

式之间的误差，由图中可以看出误差小于 10%，符

合工程应用要求。

进一步可以得到矩形柱体在水中振动的自振

频率的简化计算公式：

ω 1k=
ηk 2b
h2

Eb

3[ ]ρ sb+ Cm0 ρa ( p1 ep2a/h+ p3 ep4a/h )
(35)

式 中 ，ηk= βh，通 过 式（8）得 到 ，如 η1 = 1.875，
η2 =4.694，η3 = 7.855。

图 4给出了自振频率 ω 1k 精确解和简化公式之

间的误差，可以看出误差小于 10%，尤其是一阶频

率的误差小于 1%，符合工程应用要求。

4.2 强迫振动

基于上面的讨论，在计算水中矩形柱体的地震

反应时，可由式（35）计算得到水中的自振频率，相

应的式（22）进一步整理得：

Mgi= 4ρa2Cmg ∫0
h-ϕ

i
( z ) dz (36)

M si= 4ρa2Cms ∫0
h-ϕ

2

i
( z ) dz (37)

式中，Cmg，Cms分别为刚性运动和柔性运动的附加质

量系数。本文讨论了三种附加质量表示方案，即

Cmg= Cms = Cm0，Cmg=Cms = Cm，Cmg= Cm0、Cms =
Cm。

通过数值算例验证不同的附加质量代替方案

的精度。算例中矩形柱体高度为 h=40 m，密度和

弹性模量分别为 2 500 kg/m3和 30 GPa，阻尼比为

0.05。图 5是地面运动位移时程，脉冲持时 0.2 s，频
谱覆盖了地震作用频段。

图 5 地面位移时程和傅氏谱

Fig.5 The time history of displacement of the ground motion
and its Fourier spectrum

图 3 附加质量系数 Cm简化公式与精确解的误差

Fig.3 The added mass coefficients Cm obtained by simplified
formula compared with exact solution.

图 4 自振频率 ω 1k简化公式与精确解的误差

Fig.4 The error of natural frequencies between simplified
formula and exact solution

表 2 附加质量系数 C

m

的拟合系数

Table 2 The fitting coefficients for added mass coefficient

C

m

a/b
0.20
0.25
0.50
1.00
2.00
3.00
4.00
5.00

p1
0.448 8
0.447 9
0.444 6
0.438 8
0.433 9
0.430 8
0.428 8
0.427 2

p2
-8.087
-7.849
-7.146
-6.293
-5.756
-5.484
-5.234
-5.211

p3
0.510 7
0.512 6
0.518 9
0.528 0
0.535 0
0.539 1
0.541 7
0.543 7

p4
-0.066 07
-0.067 15
-0.070 47
-0.074 58
-0.077 37
-0.078 80
-0.079 65
-0.080 24
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图 6给出了不同长宽比、不同宽深比时水中矩

形柱体顶部的位移反应。由图可以看出，第一种方

案与精确解之间误差较大，第二、第三种方案与精

确解吻合较好。图 7给出了不同方案下矩形柱体沿

高度相对位移的峰值。可以看出，第二种方案下的

相对位移峰值要比精确解小，而第三种方案下的相

对位移峰值要比精确解大。因此为了工程结构的

安全，在计算水中矩形柱体地震反应时，建议采用

第三种方案。

5 结 论

（1）建立了矩形柱体在水中自由振动的精确分

析模型和水中矩形柱体结构地震响应的计算公式，

模型中矩形柱体结构的有水振型用无水振型来

展开。

（2）建立了刚体运动引起矩形柱体动水压力的

附加质量简化公式和柔性运动引起矩形柱体动水

压力的附加质量精确计算方法及其简化计算公式。

数值分析结果表明，本文提出的简化公式数学表达

简单、精度较高，适用于工程应用。

（3）提出了地震作用下矩形柱体动力反应的简

化分析模型，即刚体运动和柔性运动引起的动水压

力分别采用刚体运动和柔性运动对应的附加质量

简化公式代替。
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