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基于三铰拱突变模型的岩溶区嵌岩桩溶洞顶板
稳定性分析∗

赵明华，陈言章，肖 尧，杨超炜

（湖南大学岩土工程研究所，湖南 长沙 410082）

摘要: 根据岩溶区嵌岩桩的工程特点，对现有的梁板结构进行优化，将岩溶区嵌岩桩溶洞顶板简化为边界是弹性支

承的三铰拱模型；基于尖点突变理论导出了能量势函数和分叉集方程，建立岩溶区嵌岩桩尖点突变模型平衡曲面；

根据岩溶区嵌岩桩溶洞顶板突变失稳的条件，提出岩溶区嵌岩桩极限承载力及溶洞顶板安全厚度的确定方法；从

拱杆的线刚度与支承弹簧刚度比、溶洞顶板跨径及顶板厚度三个方面对溶洞顶板的稳定性进行参数分析，结果表

明：溶洞顶板稳定性随拱杆的线刚度与支承弹簧刚度比的增加而降低；当溶洞顶板跨径小于 4倍桩径时，溶洞顶板

处于稳定状态；当顶板厚度大于 2倍桩径时，溶洞顶板不易发生突变失稳。最后结合工程算例验证本文方法的可行

性和合理性。
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Stability Analysis of Cave Roof under Rock⁃socketed Pile in Karst Area

based on Three⁃hinged Arch Catastrophe Model

ZHAO Minghua，CHEN Yanzhang，XIAO Yao，YANG Chaowei
(Institute of Geotechnical Engineering, Hunan University, Changsha 410082, China)

Abstract: According to the engineering characteristics of rock-socketed pile in karst areas，the existing
beam-slab structure is optimized，and the cave roof of the rock-socketed pile is simplified as a three-
hinged arch model with elastic supports. The energy potential function and bifurcation set equation are
derived based on the cusp catastrophe theory，and the equilibrium surface of the cusp catastrophe mod⁃
el under the rock-socketed pile in karst region is also established. According to catastrophic instability
condition of rock-socketed pile embedded on cave roof，the method for determining the ultimate bear⁃
ing capacity of rock-socketed pile and the safe thickness of cave roof are put forward；The stability of
cave roof is analyzed from three aspects：the ratio of the linear stiffness of the arch to the supporting
spring stiffness，the span of cave roof and the thickness of cave roof. Results reveal that：the stability
of cave roof decreases with the increase of the ratio of the linear stiffness of the arch to the supporting
spring stiffness；When the span of the roof is less than 4 times the diameter of the pile，the roof of the
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cave is in a stable state；When the thickness of the roof is more than 2 times the diameter of the pile，
the roof of the cave is not susceptible to mutation instability；The feasibility and rationality of the
method in this paper are verified by the engineering example.
Keywords: karst；rock-socketed pile；elastic three-hinged arch；catastrophe theory；stability

引 言

我国疆域辽阔，岩溶地质分布广泛，特别是云

南、贵州、广西等岩溶地质发育的西部山区。在岩

溶区修建桥梁工程时，溶洞顶板的稳定性评价是工

程设计的关键技术之一。因此，深入探讨岩溶区桩

端荷载作用下溶洞顶板的稳定性具有重要的工程

实践价值。

众多学者对该问题开展了大量的研究，在试验

研究方面，张慧乐等［1］、张智浩等［2］基于室内模型试

验，探讨了不同形状、跨径、大小的溶洞对嵌岩桩桩

端极限承载力的影响；在此基础上，雷勇等［3⁃5］基于

室内模型试验，对不同溶洞顶板厚度和位置偏移量

下桩端基岩极限承载力及破坏模式进行了研究。

在数值研究方面，黎斌等［6］采用有限元法对嵌岩桩

桩端荷载作用下溶洞顶板稳定性进行了分析；孙映

霞等［7］则利用有限差分法对基桩作用下的溶洞破坏

机制进行了分析。以上数值计算方法计算结果相

对准确，但其计算要求较高，参数选取复杂，在实际

工程的初步设计中，应用存在一定的局限性。因此

有必要开展岩溶区嵌岩桩溶洞顶板稳定性评价理

论方法的研究。贺建清等［8］从极限分析上限定理出

发，构建了岩楔体平移破坏机理，由此确定出岩溶

区桩端极限承载力及其下伏溶洞顶板的安全厚度。

Ch. Jiang等［9］基于弹性力学给出了考虑嵌岩段岩层

和溶洞顶板整体承载效应的嵌岩桩桩端极限承载

力计算方法。考虑到桩端岩层破坏的不规则、不连

续及不均匀的突发特点［10］，何忠明等［11］根据极限平

衡的思想，基于尖点突变理论建立了路堤填筑过程

中溶洞顶板失稳判定的数学模型；赵明华等［12］、龚

先兵等［13］将溶洞顶板视为固支梁，基于突变理论推

得了嵌岩桩岩溶顶板安全厚度和极限承载力的计

算公式。然而，潘岳等［14］认为用固支梁作为计算模

型存在以下不足：其一，假定的梁挠曲线不满足边

界条件；其二，均布荷载作用下两端固支梁结构没

有跳跃失稳机制。

鉴于此，本文基于弹性三铰拱突变理论，建立

岩溶区嵌岩桩尖点突变模型；然后根据溶洞顶板的

破坏失稳条件，提出岩溶区嵌岩桩极限承载能力及

溶洞顶板安全厚度的确定方法；最后对溶洞顶板的

稳定性进行参数分析，并通过工程算例验证本文方

法的可行性。

1 计算模型及基本假定

A. Serrano等［15］基于修正的Hoek-Brown准则

指出三维模型的嵌岩桩桩端极限承载力大约是二

维模型的嵌岩桩桩端极限承载力的 1.3倍。此外，

廖丽萍等［16］利用弹性理论叠加原理证实了椭球形

溶洞比椭圆形溶洞更稳定。以上研究表明，将如图

1 所示的嵌岩桩与溶洞顶板作用系统简化为平面模

型是偏于安全的，因此本文结合工程实际，拟通过

建立图 2所示的弹性支承三铰拱破坏机构对溶洞顶

板的稳定性进行分析，并做如下假定：

（1）顶板支座视为三铰拱端部水平方向上的弹

性支承，并简化为平面应变问题处理。

（2）溶洞顶板岩层及其上覆土层自重视为均布

荷载作用在顶板上。

（3）考虑最不利情况，嵌岩桩视为简单的端承

桩，桩端阻力简化为均布荷载作用在溶洞顶板上，

且不考虑桩周土的侧摩阻力。

图 1 嵌岩桩与溶洞顶板作用系统

Fig.1 Interaction system between rock-socketed pile and
cave roof

注：h为溶洞顶板厚度，θ0为溶洞顶板上未施加荷载时对角线AB与

x轴的夹角，θ为顶板回转下沉过程中对角线AB'与 x轴的夹角，qs为

溶洞顶板岩层及其上覆土层的自重，qp为桩端阻力集度
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2 弹性支承三铰拱突变模型的建立

2.1 势函数

由图 2可知，由于拱下沉，拱角处在水平方向的

变形量为：

Δ s =
1
k s
EA
l
Δl cosθ （1）

式中，ks为支承弹簧的刚度，A为溶洞顶板的横截面

积，对于平面应变问题 A=1×h，EA为沿 AB方向

受均匀压缩时的等效刚度，其中：

E= E s

1- μ2s
（2）

式中，Es、μs分别为顶板岩石的弹性模量和泊松比。

Δl为拱杆的压缩变形量。若不计顶板 A、B处沿对

角线 AB发生的岩体破碎，则沿对角线方向的几何

关系为：

Δl= l- L
cosθ -

Δs

cosθ =
L
cosθ0

- L
cosθ -

1
k s
EA
l
Δl

（3）

由式（3）可得，拱杆沿杆轴线的压缩量为：

Δl=
L ( )secθ0 - secθ

1+ ξ
（4）

式中，ξ为拱杆的线刚度与支承弹簧刚度之比，刚度

比 ξ的具体取值与岩石的类别、岩层的完整性等因

素有关。

ξ= 1
k s
EA
l
= k l
k s

（5）

从弹性理论可知，岩溶区嵌岩桩结构系统的总

势能由拱杆的压缩变形能U l、弹簧的压缩变形能Us

以及外力功W组成，即：

Π= U l +U s -W （6）

U l = 2 ⋅
1
2
EA
l (Δl)

2
（7）

U s = 2 ⋅
1
2k s ( EAl Δl cosθ)

2

（8）

将式（4）代入式（7）和式（8）后相加，并按Taylor
级数展开得：

U l +U s =
EAL2

l ( )1+ ξ { 512 ( )8
5 - secθ0 θ

4 +

}( )1- secθ0 θ 2 + ( )1- secθ0
2
+ O (θ 5 )

（9）

W为三铰拱位置从 θ0变化到 θ时，岩层自重及

其上覆土层荷载集度 qs和桩端阻力集度 qp所做的外

力功：

W = 2{∫0
L

q s x ( )tanθ0 - tanθ dx +

}∫L- d 2

L

qp
é

ë
ê

ù

û
úx- ( )L- d

2 ( )tanθ0 - tanθ dx =

(q sL2 + 1
4 qpd

2 ) (tanθ0 - θ- θ 3

3 )+ O (θ 5 ) （10）

将式（9）和式（10）代入式（6）中，并略去高阶

项，整理得：

Π= 5
12

EAL2

l ( )1+ ξ ( 85 -secθ0 ) θ 4+ 4q sL2+ qpd 2
12 θ 3+

EAL2

l ( )1+ ξ
(1-secθ 0) θ 2+ (q sL2+ 1

4 qpd
2 ) θ+

EAL2

l ( )1+ ξ
(1-secθ 0) 2- (q sL2+ 1

4 qpd
2 ) tanθ0

（11）

2.2 突变模型平衡曲面和分叉集方程

由于式（11）中 θ4项是势函数中系数不为 0的最

低项，根据“确定性”法则，式中的势函数是突变理

论中的尖点突变模型，令：

ü

ý

þ

ïï
ïï

η= EAL2

l ( )1+ ξ
= k lk sL2

k l + k s
，β= 4q sL2 + qpd 2

12
ω= 1- sec θ0

（12）

再作变量代换：

x= η
1
4 θ+ β

η
3
4

（13）

来消去式（11）中的 θ3项。

注 意 到 ω 和
β

η
3
4

都 是 小 量 ，将 式（13）代 入 式

（11），并略去无限小量及常数项后，式（11）可简化

图 2 弹性支承的三铰拱分析模型

Fig.2 Analysis model of three-hinged arch with elastic sup⁃
port

注：ks为支承弹簧的刚度，L为溶洞顶板跨径，l为溶洞顶板上未施加

荷载时顶板支点A与顶板跨中上缘点 B的长度，d为桩径
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为尖点突变模型的正则形式：

Π= x4

4 +
ux2

2 + vx （14）

ü

ý

þ

ï
ï
ï
ï

u= 2 ( )1- secθ0 η
1
2

v= 4q sL2 + qpd 2

4η
1
4

（15）

式中，x为系统的状态变量；u，v为系统的控制变量。

由 x、u、v构成的三维空间如图 3所示。

对势函数 Π求一阶导数，得到系统作准静态形

变时的平衡方程［17］。

M：
dΠ
dδ = x3 + ux+ v= 0 （16）

其图形为尖点突变模型平衡曲面 M。平衡曲

面M上有两条垂直切线的点集 S的方程为：

d2Π
dδ2 = 3x

2 + u= 0 （17）

S集在控制平面上的投影为分叉集。

联立式（16）、（17）消去 x，即可得到结构系统尖

点突变模型的分叉集方程：

Δ= 4u3 + 27v2 = 0 （18）

从图 3中可以看出，M分成上叶、中叶和下叶，

在中叶上有：

d2Π
dδ2 < 0 （19）

在上叶和下叶上有：

d2Π
dδ2 > 0 （20）

因此，基于弹性三铰拱突变理论的岩溶区嵌岩

桩顶板突变失稳有如下判据［18］：

（1）Δ>0，溶洞顶板结构系统稳定；

（2）Δ<0，溶洞顶板结构系统突变失稳；

（3）Δ=0，溶洞顶板结构系统处于临界状态。

2.3 岩溶区嵌岩桩承载力及溶洞顶板安全厚度

通过对上述溶洞顶板的突变失稳分析，要使得

顶板不发生失稳，要求 Δ≥0，整理可得：

32{ }EA [ ]l ( )1+ ξ
2

( )secθ0 - 1
3

27[ ]q s + qpd 2 ( )4L2
2 - 1≥ 0（21）

（1）安全厚度确定

式（21）是一个关于溶洞顶板最小安全厚度 h的

超越方程，可通过数值方法进行求解。

（2）极限承载力确定

根据式（21）可得，岩溶区嵌岩桩的桩端阻力集

度为：

qp ≤
4L2
d 2

ì

í

î

ïï
ïï

4
3

EA
l ( )1+ ξ

é

ë

ê
ê
2 ( )secθ0 - 1

3

3
ù

û

ú
ú

1
2

- q s

ü

ý

þ

ïï
ïï
（22）

2.4 安全储备的讨论

由于岩溶区嵌岩桩极限承载力及溶洞顶板的

安全厚度受到诸多因素的影响，如岩石节理裂隙发

育、溶洞地下水情况、溶洞自身形态等，且由于对顶

板计算模型进行了相应的简化，如忽略了桩-土以

及桩-岩界面的侧摩阻力等，与实际情况存在差

异。因此，工程中一般采用安全系数的方法，建议

安全系数 k一般取 3.0~4.0［19］。

3 参数分析

影响溶洞顶板稳定性的参数主要有溶洞顶板

厚度 h、溶洞顶板跨径 L、岩石受均匀压缩时的等效

刚度 EA及拱杆的线刚度与支承弹簧刚度比 ξ等。

本文着重从以下三方面对溶洞顶板的稳定性进行

参数分析。计算模型中各参数的取值见表 1。

图 3 尖点突变模型平衡曲线和分叉集

Fig.3 Equilibrium curve and bifurcation set of cusp catastro⁃
phe model

表 1 计算模型中各参数取值

Table 1 Parameter values in calculation model

参数

取值

qs/
kPa
300

qp/
kPa
8 000

Es/
kPa
19 000

μs

0.2

d/m

1

h/m

2

L/m

4d

k

4
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（1）刚度比的影响分析

若图 2中三铰拱两端为刚性支承，则支承弹簧

的刚度视为无穷大，相应地刚度比 ξ=0；若图 2中三

铰拱两端支承刚度与拱杆的线刚度一致，则 ξ=1；
如图 2中三铰拱两端为完全柔性支承，则 ξ=∞。

为分析刚度比对溶洞顶板稳定性的影响，令 ξ
分别为 0.25、1、2、4，并保持表 1中其他参数不变，根

据式（21）可得溶洞顶板稳定判据 Δ与刚度比 ξ的关

系曲线，如图 4所示。

由图 4可知，随着 ξ的增加，三铰拱拱脚处提供

的约束刚度逐渐降低，导致溶洞顶板的稳定性从稳

定向不稳定跨越。当顶板跨径 L=3d，随着刚度比 ξ
从 0.25增大到 4，顶板破坏判据顶板 Δ>0恒成立，

此时顶板处于稳定状态；当顶板跨径 L=5d，且刚度

比 ξ≥1时，Δ<0，顶板将发生失稳破坏。

（2）溶洞顶板跨径的影响分析

令溶洞顶板跨径 L分别为 3d、4d、5d、6d，并保

持表 1中其他参数不变，根据式（21）可得溶洞顶板

稳定判据 Δ与顶板跨径与桩径比 L/d的关系曲线，

如图 5所示。

由图 5可知，随着 L的增加，结构系统中的总势

能随之增加，才有可能跨越分叉集发生突变，因而

顶板的稳定性逐渐降低。当 L≤4d，溶洞顶板破坏

判据顶板 Δ>0，此时顶板处于稳定状态；当 L≥6d，
Δ<0，顶板将发生失稳破坏；当 4d< L<6d，随着 ξ
的增加，溶洞顶板发生失稳破坏所对应的顶板跨径

越小。

（3）溶洞顶板厚度的影响分析

令溶洞顶板的厚度 h分别为 0.5d、1d、2d、3d，
并保持表 1中其他参数不变，根据式（21）可得溶洞

顶板稳定判据 Δ与顶板厚度与桩径比 h/d的关系曲

线，如图 6所示。

由图 6可知，随着 h的增加，结构系统中的总势

能减小，导致溶洞顶板的稳定性随之增加。当 h≤
d，溶洞顶板破坏判据顶板 Δ<0，此时顶板处于失稳

状态；当 h≥2d，Δ>0，溶洞顶板处于稳定状态；当

d<h<2d，随着 ξ的增加，溶洞顶板发生失稳破坏所

对应的顶板厚度越小。

4 工程算例

湖南某高速公路地势低平开阔［20］，场地地层自

上而下分别为：填筑土、淤泥质细砂、黏土、砾砂、白

云质灰岩等，基岩岩溶现象很发育，桥墩基础采用人

工挖孔桩，当挖孔至 9.00~11.00 m（约为设计桩深的

一半）时，地表出现大面积沉陷，致使挖孔无法继续，

需进行处治。现以#8桩为例（图 7），在标高 15.30 m
以下存在溶洞，顶板跨距 L = 5 m，原设计桩径 d＝

图 4 刚度比对溶洞顶板稳定性的影响

Fig.4 Influence of stiffness ratio on stability of cave roof

图 6 厚度对溶洞顶板稳定性的影响

Fig.6 Influence of thickness on stability of cave roof

图 5 跨径对溶洞顶板稳定性的影响

Fig.5 Influence of span on stability of cave roof
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1.2 m，设计荷载为 2 600 kN，桩穿过白云质灰岩层

10.70~15.30 m，层厚为 4.6 m，深度为 17.00 m 以

下，岩层的弹性模量 Es=20 GPa，泊松比 μs=0.2。

结合上述工程，采用本文方法，假设溶洞顶板

岩层及其上覆土层的平均重度为 γ =20 kN/m3。

考虑拱端处岩层的约束条件［21］，假定拱端支承弹簧

的刚度为拱杆线刚度的 1/2，此时两者的刚度比 ξ=
2，安全系数 k取 4.0，通过采取试算法对溶洞顶板的

最小安全厚度进行无限逼近，试算结果见表 2。

根据表 2可知，当顶板厚度 h=2.13 m时，可得

Δ>0，此时溶洞顶板稳定。故该溶洞顶板的最小安

全厚度 h=2.13 m。

为进一步验证该法的可靠性，将本文计算结果

与按梁板理论计算的结果进行对比。根据文献

［22］中的计算结果可知，当溶洞顶板按抗冲切进行

验算时，可得溶洞顶板的最小安全厚度 h=2.6 m；

当溶洞顶板按抗剪切进行验算时，可得溶洞顶板的

最小安全厚度 h=2.4 m；当溶洞顶板按弯拉进行验

算时，可得溶洞顶板的最小安全厚度 h=2.8 m。与

本文计算得到的顶板最小安全厚度 h=2.13 m较

接近。

实际工程中桩端岩层厚度为 3.4 m，满足要求，

目前该工程竣工多年且运行良好，说明本文计算方

法在工程设计中是合理可行的。

5 结 论

（1）根据岩溶区嵌岩桩-溶洞体系的工程特

点，将结构体系优化为两端弹性支承的三铰拱模

型，并基于尖点突变理论导得嵌岩桩的极限承载力

及溶洞顶板的安全厚度，该方法综合考虑了自重及

桩端荷载对溶洞顶板稳定性的影响，可为岩溶区嵌

岩桩稳定性的研究提供新的定量分析方法。

（2）通过参数分析，探讨了拱杆的线刚度与支

承弹簧刚度比、溶洞顶板跨径及顶板厚度对顶板稳

定性的影响规律，结果表明：溶洞顶板稳定性随刚

度比 ξ的增加而降低；当溶洞顶板跨径 L≤4d时，溶

洞顶板处于稳定状态；当顶板厚度 h≥2d时，溶洞顶

板不易发生突变失稳。

（3）本文计算方法将溶洞顶板失稳问题视为平

面应变问题处理，未考虑桩与溶洞空间效应的影

响，对尺寸效应的研究将是笔者今后研究的重点。
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